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适用于遥感应用的辐射传输高精度快速计算方法
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摘　要：　准确的散射辐射方向特征与辐射传输能量守恒的物理要求是一切算法的有效性准则。在有限计算资源
的限制下�寻找最优的有限展开算法�获得能量守恒物理要求下的散射方向特征的准确性�是多年来辐射传输算法
的追求目标。在以有限流数离散化辐射传输方程进行数值求解过程中�要保证数值计算中的积分守恒�流数有限
要求粒子散射相函数必须截断�而不合适的截断容易导致解的误差�尤其是当大气中存在强前向散射的大粒子时
（如云滴、沙尘暴事件过后的沙尘 ）�截断的相函数会出现振荡�从而导致解的虚假振荡特性。散射相函数无限扩展
可以消除这种虚假振荡�但容易导致数值积分能量不守恒和解的不稳定。本文从原理上对这种虚假振荡和不稳定
现象进行了分析�并给出两种用较少流数达到较高的计算精度的高效计算方法�这些算法对于遥感方法研究、ＧＣＭ
气候模式中辐射强迫的参数化研究以及地气系统的能量收支研究�尤其是目前研究较多的云和沙尘等大粒子气候
效应有重要意义。
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1　引　言
辐射传输方程是描述电磁波在介质中传播和分

配方式的基本方程�由于其为一高度非线性的微分
积分方程�一般情况下还无法找到分析解�只能用数
值方法逼近求得近似解。随着计算机技术的发展�
各种离散求解方法也在不断得到发展和完善�如应
用较广的ＭｏｄＴｒａｎ［1］�Ｓｔａｍｎｅｓ［2］等人的离散坐标法
（ＤＩＳＯＲＴ）�有限元法 ［3］�球谐函数法 ［4］�简单相加
原理的倍加累加法 ［5］�Ｍｏｎｔｅ-Ｃａｒｌｏ统计方法 ［6］以及
逐次散射法 ［7�8］等。几乎所有方法�都将散射相函
数展开为Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式形式�其优点就是使角度
积分归一化变得简单�避免求解的不稳定性。但是�
由于计算机本身存在的误差和数值求解方法的缺

陷�当利用有限流数即有限个点的求和逼近积分时�
有可能造成辐射传输方程计算中积分不守恒�这种
不守恒根据不同的积分方法�导致能量积分或者亏
损、或者增益�从而导致解的不稳定。尤其是当大气
中存在大粒子时 （如云滴、沙尘暴事件过后的沙
尘 ）�大粒子具有很强的前向散射特性�其前向和后
向散射之差可达几个数量级�要精确逼近原函数�
Ｌｅｇｅｎｄｒｅ展开需要几十项乃至上百项�从而需要很
高的流数来离散化辐射传输方程。但是�由于受各
种条件所限�实际应用中只能以有限流数和相函数
的有限截断进行数值求解。由于 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数的
特性�这种有限截断的相函数会出现虚假振荡�从而
导致解的虚假振荡特性�而且�粒子散射各向异性越
强�虚假振荡越明显。Ｗｉｓｃｏｍｂｅ［9］提出一种δ-Ｍ变
换方法�此方法大大降低了强散射各向异性辐射虚
假振荡�提高了计算精度�辐射通量也得以保持守
恒�但计算流数较小时这种虚假振荡还是比较明显。
汪宏七等 ［10］提出相函数展开的无限扩展方法来抑
制虚假振荡�其结果是强度随角度的分布特征得到
明显改善�但辐射通量解误差很大。

因此�必须找到一个既保持积分守恒又可提高
计算精度的辐射传输求解方法�这对于发展一个统
一的算法以适用于遥感反演算法研究、ＧＣＭ气候模
式中辐射强迫的参数化以及地气系统的能量收支研

究�尤其是目前研究较多的云和沙尘等大粒子气候
效应研究有着重要意义。

本文首先从原理上分析了辐射传输方程计算中

造成虚假振荡和积分不守恒的根本原因�并指出对
于不同的积分方法�要保持积分守恒�流数和相函数

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ展开的阶数必须满足的定量关系。最后给
出两种高效的适用于遥感应用的辐射传输计算

方法。
2　基本原理
2．1　辐射传输方程

　　平面平行大气中单色光辐射传输方程可写为：
μｄＩ（τ�μ�φ）

ｄτ ＝Ｉ（τ�μ�φ）－ω4ππＦ0ｅｘｐ（－τ／μ0） ×
　Ｐ（τ�μ�φ；－μ0�φ0） －ω4π∫2π0∫1－1Ｉ（τ�μ′�φ′）×
　Ｐ（τ�μ�φ；μ′�φ′）ｄμ′φ′－（1－ω）Ｂ（Ｔ） （1）
式中�μ为极角余弦�向下为负�向上为正；●为相对
于太阳的方位角；τ为光学厚度；Ｉ为辐射强度；ω为
单次散射反照率；πＦ0为太阳入射辐射强度；μ0�φ0
为太阳天顶角的余弦和方位角；Ｂ为 Ｐｌａｎｋ函数；Ｐ
为散射相函数。上式右边第二项为单次散射的贡
献�第三项为多次散射的贡献�第四项为热辐射项。
根据研究对象的性质可分别予于取舍。对于短波辐
射波段�热辐射项一般不予考虑。

为求解方便�将Ｉ作Ｆｏｕｒｉｅｒ展开�Ｐ作Ｌｅｇｅｎｄｒｅ
展开�经过简单变换�得到各 Ｆｏｕｒｉｅｒ分量所满足的
方程 ［7］：

μｄＩ
ｍ （τ�μ）
ｄτ ＝Ｉｍ （τ�μ）－（1＋δ0ｍ ） ω4×

　∑∞
ｌ＝ｍ
（2ｌ＋1）ｈｍｌｐｍｌ （μ）∫1－1ｐｍｌ （μ′）Ｉｍ （τ�μ′）ｄμ′－

　 ω
4π∑

∞

ｌ＝ｍ
（2ｌ＋1）ｈｍｌｐｍｌ （μ）ｐｍｌ （－μ0）πＦ0ｅｘｐ（－τ／μ0）

（2）
式中�ｍ＝0�1�…�将 （2）式积分用有限项求和代替
并离散化为多元线性代数方程组�从而求得数值逼
近解。下面就辐射传输模式普遍采用的三种Ｇａｕｓｓ
型积分：Ｇａｕｓｓ-Ｌｅｇｅｎｄｒｅ积分�Ｄｏｕｂｌｅ-Ｇａｕｓｓ-Ｌｅｇｅｎｄｒｅ
积分和Ｇａｕｓｓ-Ｌｏｂａｔｔｏ积分展开讨论。
2．2　Ｇａｕｓｓ型求积公式

2Ｎ个节点的Ｇａｕｓｓ型求积公式具有如下形式 ［11］

∫ｂａｆ（ｘ）ｄｘ＝∑2Ｎｉ＝1ｗｉｆ（ｘｉ） （3）
对应于辐射传输方程�ａ和ｂ分别为—1和1�这时Ｎ
为半球流数�ｗｉ和ｘｉ分别为积分权重和节点�权重
ｗｉ和节点ｘｉ求法各异�对于不同的选取方法�（3）式
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有不同的代数精度。
Ｇａｕｓｓ-Ｌｅｇｅｎｄｒｅ积分是以2Ｎ阶 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数

的零点为节点�求积公式形式同 （3）式�理论证明�
Ｇａｕｓｓ-Ｌｅｇｅｎｄｒｅ积分具有 4Ｎ—1阶代数精度。
Ｄｏｕｂｌｅ-Ｇａｕｓｓ-Ｌｅｇｅｎｄｒｅ求积公式是以 Ｎ阶 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ
函数的零点为节点�通过代数变换到区间 ［0�1］ �然
后再通过折叠映射到区间 ［ —1�0］�因此同样在
［—1�1］区间具有 2Ｎ个节点的 Ｄｏｕｂｌｅ-Ｇａｕｓｓ-
Ｌｅｇｅｎｄｒｅ求积公式具有的代数精度为2Ｎ—1�求积
公式形式同 （3）式。Ｇａｕｓｓ-Ｌｏｂａｔｔｏ积分 ［12］是以
2Ｎ—1阶Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数的微分函数的零点作为节
点�即：Ｐ′2Ｎ—1（ｘｉ）＝0�其求积公式形如：
∫1－1ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｗ1ｆ（－1） ＋∑2Ｎ－1ｉ＝2

ｗｉｆ（ｘｉ） ＋ｗ2Ｎｆ（1）
（4）

Ｇａｕｓｓ-Ｌｏｂａｔｔｏ积分的特点是将积分区间的边界点作
为节点�理论证明�Ｇａｕｓｓ-Ｌｏｂａｔｔｏ积分具有4Ｎ—3阶
代数精度。

因此对于具有 2Ｎ个节点的数值求积公式�
Ｇａｕｓｓ-Ｌｅｇｅｎｄｒｅ�Ｄｏｕｂｌｅ-Ｇａｕｓｓ-Ｌｅｇｅｎｄｒｅ和 Ｇａｕｓｓ-
Ｌｏｂａｔｔｏ积分分别对不超过4Ｎ—1�2Ｎ—1和4Ｎ—3
次代数多项式是准确的�超出这个范围�数值积分就
有误差。因此可以推断�将三种积分方式应用于辐
射传输方程�当半球流数取 Ｎ时�散射相函数的展
开阶数不能超过4Ｎ—1�2Ｎ—1和4Ｎ—3�否则�误
差就得不到控制。

图1　有限节点求和对Ｌｅｇｅｎｄｒｅ展开散射相函数积分的误差
Ｆｉｇ．1　Ｒｅｌａｔｉｖｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ（％ ）ｏｆ8ｓｔｒｅａｍｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｖｓ．ｔｒｕｎｃａｔｉｏｎｎｕｍｂｅｒｏｆｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｐｈａｓｅｆｕｎｃｔｉｏｎ�

ｌｅｆｔｆｏｒＧａｕｓｓｉａｎｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ�ｍｉｄｄｌｅｆｏｒｄｏｕｂｌｅＧａｕｓｓｉａｎｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ�ｒｉｇｈｔｆｏｒＬｏｂａｔｔｏｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ

2．3　有限个节点求积公式的误差分析

如上所述�对于具有 2Ｎ个节点的 Ｇａｕｓｓ-
Ｌｅｇｅｎｄｒｅ�Ｄｏｕｂｌｅ-Ｇａｕｓｓ-Ｌｅｇｅｎｄｒｅ和Ｇａｕｓｓ-Ｌｏｂａｔｔｏ数

值求积公式�散射相函数的展开阶数分别不能超过
4Ｎ—1�2Ｎ—1和4Ｎ—3�超出这个范围�数值积分就
有误差。以 Ｈｅｎｙｅｙ-Ｇｒｅｅｎｓｔｅｉｎ散射相函数为例�对
这种误差进行数值试验分析。Ｈｅｎｙｅｙ-Ｇｒｅｅｎｓｔｅｉｎ散
射相函数有如下形式 ［13］：

Ｐ（Θ） ＝ 1－ｇ2
［1＋ｇ2－2ｇｃｏｓ（Θ） ］3／2 （5）

式中�Θ为散射角�ｇ为非对称因子�取值范围为
［—1�1］。ｇ越大�散射各向异性也越强�也就需要
更多的展开项数来逼近。其 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式展开
可以表示为：

Ｐｃ（Θ） ＝1＋∑Ｌ
ｌ＝1
（2ｌ＋1）ｇｌｐｌ（Θ） （6）

因为散射相函数的本质是能量的再分配�因此积
分差：

Δ＝∫π0Ｐｃ（Θ）ｓｉｎΘｄ（Θ）－∫π0Ｐ（Θ）ｓｉｎΘｄ（Θ）
＝∑Ｎ
ｉ＝1

ｗｉ∑Ｌ
ｌ＝1
（2ｌ＋1）ｇｌｐｌ（Θｉ） （7）

可以作为数值积分能量是否守恒的标志�Δ→0表明
积分守恒�积分也就越稳定。图1为当积分节点数
取Ｎ＝8时�（7）式Ｌ取从4到256时三种积分的误
差Δ。图 1中给出了三种散射相函数的结果：
ｇ＝0∙6�0∙7和0∙8�其中ｇ＝0∙8代表强前向散射相
函数。由图1可以看出�对于 ｇ＝0∙8�当展开阶数
较小时�能够满足精度要求�一旦超过临界值�误差
迅速增大�即数值积分不能保持守恒。对应于
Ｇａｕｓｓ-Ｌｅｇｅｎｄｒｅ和Ｄｏｕｂｌｅ-Ｇａｕｓｓ-Ｌｅｇｅｎｄｒｅ积分�能量
亏损�对应于Ｇａｕｓｓ-Ｌｏｂａｔｔｏ积分�能量则增益�无论
哪种情况�均不利于辐射传输计算的求解精度和计
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算稳定。

3　实例计算分析
为验证相函数展开对辐射传输方程求解的影

响�以Ｍｉｅ散射为例进行了卫星对地观测和地基观
测的模拟计算。取 λ＝550ｎｍ�气溶胶复折射指数
为1∙50—0∙008ｉ�粒子尺度分布取对数正态分布：

ｎ（ｒ） ＝ Ｎ0
2πσｒｅｘｐ－

ｌｎ（ｒ／ｒ0）
2σ2 （8）

式中�ｒ为粒子半径 （μｍ）�ｎ为单位尺度、单位体积
内半径为ｒ的粒子个数�Ｎ0为粒子总数�ｒ0为模态
半径 （μｍ）�σ2为方差�分别取0∙267和0∙85�相当
于粒子有效半径和有效方差分别为2∙23和0∙86。
这种尺度的粒子在云中或沙尘暴事件过后是常见

的�其散射相函数如图 2（ａ）中○符号�其余为
Ｌｅｇｅｎｄｒｅ展开后取8�16�32和64项截断后的相函
数逼近�可以看到�这种有限阶数截断后的振荡特征
很明显�有些角度甚至出现负值�已完全不能描述原
函数特征。

（ａ） （ｂ）

图2　 （ａ）为用Ｌｅｇｅｎｄｒｅ展开逼近得到的散射相函数；
（ｂ）为地表向下和大气顶向上的归一化辐射强度�方位角为与太阳成90°

Ｆｉｇ．2　 （ａ）ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｏｆｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｐｈａｓｅｆｕｎｃｔｉｏｎｗｉｔｈＬｅｇｅｎｄｒｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ；
（ｂ）ＮｏｒｍａｌｉｚｅｄｒａｄｉａｎｃｅａｔＴＯＡａｎｄｓｕｒｆａｃｅ�Ａｚｉｍｕｔｈａｌａｎｇｌｅｉｓ90ｒｅｌａｔｉｖｅｔｏｓｏｌａｒｒａｙｓ

　　将上述两种展开应用于 （2）式求解�模拟计算
地表向下和大气上界向上的辐射强度分布。计算条
件为：整层大气分为三层�气溶胶光学厚度为1∙24�
Ｒａｙｌｅｉｇｈ散射光学厚度为0∙097�太阳高度角为45°�
地表为Ｌａｍｂｅｒｔ反射体�反照率取0∙0和0∙5。辐射
传输算法程序包为 Ｓｔａｍｎｅｓ等发展的 ＤＩＳＯＲＴ［2］。
地表反照率为零时的计算结果如图 2（ｂ）�其中�
［—1�0］区间为地表向下辐射�对应于左边坐标轴；
［0�1］区间为大气顶向上的辐射强度分布�对应于
右边坐标轴。图中○符号为拟真实解。

由图2可以看出�相函数有限截断造成离散解
的辐射强度随角度分布具有很大的虚假振荡特征。
为提高计算精度�Ｗｉｓｃｏｍｂｅ［9］发展了一种δ-Ｍ变换
方法�即将散射相函数Ｌｅｇｅｎｄｒｅ展开系数和粒子单
次散射反照率及消光系数作如下变换：

Ｐ（Θ）＝2ｆδ（1－ｃｏｓΘ）＋（1－ｆ）Ｐ∗ （Θ）
Ｐ∗ （Θ）＝∑Ｎ

ｌ＝0
（2ｌ＋1）·ｈ∗ｌｐｌ（Θ）

ｈ∗ｌ＝ （ｈｌ－ｆ）／（1－ｆ）
ω∗＝ω（1－ｆ）／（1－ｆω）
τ∗＝τ（1－ｆω）

（9）

式中�带∗号者为变换参数�其中�ｆ＝ｈＮ。这种变
换对于辐射通量的计算精度有很大提高�且保证积
分守恒。同时由相函数截断带来的辐射强度随角度
分布的虚假振荡也得到很大抑制 （图3）�但流数较
小时振荡仍可以看得出来。

要得到真实解�无论是否经过 δ-Ｍ变换�流数
必须取得足够大。尤其对于强前向散射相函数�流
数和散射相函数取的很大才行。但计算时间随流数
增加成指数增长�同时�计算流数的增加使得离散化
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（ａ） （ｂ）

图3　同图2�但为经过δ-Ｍ变换结果
Ｆｉｇ．3　ＴｈｅｓａｍｅａｓＦｉｇ．2�ｂｕｔｆｏｒｒｅｓｕｌｔｓｏｆδ-Ｍｍｅｔｈｏｄ

的方程的矩阵庞大�增加了病态矩阵的可能性和解
的不稳定性。

解的虚假振荡是由于散射相函数的有限截断造

成的�因此�汪宏七 ［10］指出�放宽相函数的有限截断�
将相函数的无限展开应用于辐射传输计算�这种展开
扩展的作法的确使辐射强度随角度的分布趋势得到

很大改善�但正如前面所述�这种展开使得 （2）式中积
分项能量不守恒。当半球流数取4�8�16和32�展开
阶数取128时�计算的地表向下和大气顶向上的辐射
通量结果列于表1。由表中数据可以看出�这种扩展对
能量的改变很大�有时甚至出现物理上极度不合理的
负值。另外需要指出的是�ＤＩＳＯＲＴ中选用的Ｄｏｕｂｌｅ-
Ｇａｕｓｓ-Ｌｅｇｅｎｄｒｅ积分�当计算半球流数为 Ｎ时具有
2Ｎ—1次代数精度�而非文献 ［10］所指出的4Ｎ—1。
表1　半球流数取4�8�16和32�展开阶数取128时利用
Ｌｏｂａｔｔｏ积分计算的地表向下和大气顶向上的辐射通量结果

Ｔａｂｌｅ1　Ｕｐｗａｒｄｆｌｕｘａｔｔｏｐｏｆａｔｍｏｓｐｈｅｒｅ（ＴＯＡ）ａｎｄ
ｄｏｗｎｗａｒｄｆｌｕｘａｔｓｕｒｆａｃｅｔｈｒｏｕｇｈＬｏｂａｔｔｏｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ�

ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｐｈａｓｅｆｕｎｃｔｉｏｎｉｓｔｒｕｎｃａｔｅｄａｔ128�
ｓｔｒｅａｍｓｆｏｒｈｅｍｉｓｐｈｅｒｅａｒｅ4�8�16ａｎｄ32

Ｎ
地表反照率Ａ＝0．0

大气顶向上 地表向下

地表反照率Ａ＝0．5
大气顶向上 地表向下

4 —1．0728 0．6053 —1．0642 0．0186
8 0．9064 1．8518 —6．8681 —4．8174
16 0．1746 0．7428 0．5164 0．8531
32 0．1521 0．7028 0．4134 0．7798
Ｔｒｕｅ 0．1497 0．6978 0．4016 0．7703

4　强前向散射大气辐射传输快速计算
的两种方法

　　如上所述�要使辐射传输计算中的能量保持守
恒�必须依据不同的积分方法�使流数和相函数展开
阶数之间满足第二部分中所述条件。当大气中存在
散射各向异性很强的大粒子时�需要很高的流数以
满足求解精度�这就增加了两方面的困难�一是计算
时间随流数的增加成倍增长�其计算实用性和时效
性受到很大限制；二是流数的增加�使离散化后代数
方程的系数矩阵变的很大�从而增加了逆矩阵求解
的不稳定性。因此必须找到一种用较少的流数达到
较高的计算精度�而同时又保持积分守恒的高效计
算方法。
4．1　相对值散射相函数展开方法

常规相函数展开方法为：求ｈｌ使
δ＝∫Ｐ（Θ）—∑Ｌｌ＝0 （2ｌ＋1）ｈｌＰｌ（Θ） 2

ｓｉｎΘｄΘ＜ε

（10）
达到最小的展开方法�这种展开方法具有很大的优
势�即其本质是能量差最小法�在辐射传输计算数值
积分时�只要满足第二部分所述条件�能量就可以保
持守恒�但这种展开对于方向分布的精度较差�尤其
是大气中存在散射各向异性很强的大粒子时�由于
大粒子前向散射比后向散射大几个数量级�因此�利
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用上式展开时�前向散射的微小误差就将后向散射
方向的差别掩盖�要使各方向上的逼近都达到一定
精度�展开项数必须很大才行�小阶数展开极易在大
散射角方向上造成数值的虚假振荡。而一般卫星遥
感反演研究中利用的恰恰是大散射角散射特性。因
此�当大气中有散射各向异性很强的大粒子存在时�
这种展开方法导致计算结果误差很大�不利于辐射
传输的模拟计算。而利用相对值散射相函数展开方
法 ［14］则会有很大改善�即求ｃｌ使

δ＝∫Ｐ（Θ）—∑Ｌｌ＝0 （2ｌ＋1）ｃｌＰｌ（Θ） 2
Ｐ
2（Θ）ｓｉｎΘｄΘ＜ε

（11）
　　展开后系数ｃｌ可由最小二乘法得到�为保证方

程 （1）中多次散射项 （右边第三项 ）积分能量守恒�
结合Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数的特点�ｃｌ重新归一化为：ｃｌ＝
ｃｌ／ｃ0�大气光学厚度τ和单次散射反照率ω对应于
（9）式作相应的变换�其中取ｆ＝1—ｃ0。这种方法的
优点是在前向逼近精度基本保持的情况下�后向逼
近精度大大提高�由于利用散射相函数相对误差作
为逼近精度�从而可以消除在较少阶数截断的情况
下引起的虚假振荡。这种方法的缺点是�它不是能
量逼近方法�只有ε小到一定程度才能使积分守恒
得以保证。大量计算结果表明�为使积分守恒�只要
满足ε≤0∙003即可。即便如此�对非太阳辉光区而
言�辐射传输计算中强度和通量达到一定精度所需
要的阶数仍比传统方法少得多。

（ａ） （ｂ）

图4　同图2�但为利用相对值散射相函数的展开结果
Ｆｉｇ．4　ＴｈｅｓａｍｅａｓＦｉｇ．2�ｂｕｔｆｏｒｒｅｓｕｌｔｓｏｆδ-ｆｉｔｍｅｔｈｏｄ

　　利用相对值散射相函数展开系数有限截断所得

相函数如图4（ａ）�图4（ｂ）为辐射传输模拟的地表
向下和大气顶向上的辐射强度等效反射率。由图4
可以看出�这种展开方法无论对于相函数本身还是
辐射模拟结果的精度�与传统方法比较都有很大提
高。对于大气顶向上辐射而言�半球4流已经逼近
真实解�计算时间也大大缩短。因此�这种方法对于
卫星遥感反演模拟精度有很大提高。
4．2　δ-Ｍ近似＋单次散射订正方法

为提高辐射强度的计算精度�Ｎａｋａｊｉｍａ［15］提出
单次散射订正法�其基本原理为：任意高度上、任意
方向上的辐射强度既包含大气中粒子单次散射的贡

献�又包含多次散射的贡献�不论单次散射的各向异
性有多强�多次散射都具有趋于各向同性的特征�因
此�对于多次散射的贡献�可以用较少的流数和散射
相函数展开截断来近似计算。而单次散射的贡献由
于不涉及积分项�较易于得到分析解或得到较高精
度的数值解�同时散射相函数展开阶数可以应用到
∞�利用单次散射和多次散射的这些特点�就可利用
较少的流数和散射相函数展开得到较高精度的数

值解。
因单次散射订正法对辐射强度有较高的计算精

度�δ-Ｍ近似对辐射通量计算精度较高�结合二者的
特点并应用于辐射传输求解�就可以在兼顾积分守
恒条件的同时�使辐射强度计算精度大大提高�并且
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降低计算流数�节约计算时间。
当只考虑单次散射贡献时�辐射传输方程可以

写为：
μｄＩ

ｍ （τ�μ）
ｄτ ＝Ｉｍ （τ�μ）－ω4π∑

∞

ｌ＝ｍ
（2ｌ＋1） ×

　ｈｍｌｐ
ｍ
ｌ （μ）ｐｍｌ （－μ0）πＦ0ｅｘｐ（－τ／μ0） （12）

　　设利用较少的流数、δ-Ｍ近似和满足积分守恒
条件的散射相函数展开阶数得到的解为Ｉ0�由上述
计算条件和 （12）式得到的单次散射解为Ｉ∗0�而利用
散射相函数无限扩展由 （12）式得到的单次散射解
为Ｉ∗1�则真实解可以表述为 （详见文献 ［15］）：

Ｉ＝Ｉ0－Ｉ∗0 ＋Ｉ∗1 （13）
　　利用上述关系�取单次散射计算时的散射相函
数展开阶数为256�当半球流数分别为4�8�16和32
时的解如图5�可以看到�经过单次散射订正后的计
算精度得到很大改善�半球4流时已经可以准确逼
近真实解。同时由于计算方式的选取�积分守恒也
简单地得到了保证。

图5　经过δ-Ｍ变换＋单次散射订正后计算结果�其余同图3
Ｆｉｇ．5　ＴｈｅｓａｍｅａｓＦｉｇ．3�ｂｕｔｆｏｒｒｅｓｕｌｔｓｏｆＳＣｍｅｔｈｏｄ

4．3　几种方法的比较

以Ｈｅｎｙｅｙ-Ｇｒｅｅｎｓｔｅｉｎ散射相函数为例�比较直
接展开法 （ＰＬ）、δ-Ｍ法、相对值散射相函数展开方
法 （δ-Ｆｉｔ）和单次散射订正法 （ＳＣ）的计算结果�当计
算精度为1％时所需要的最少流数见表2。可以看
到�对于大气顶向上辐射而言�达到相同计算精度所
需流数�δ-Ｆｉｔ方法和单次散射订正法远远低于直接
展开法和δ-Ｍ法。对于太阳辉光区辐射强度�由于
相对值散射相函数展开法抑制了前向散射�这种方
法计算精度在这一方向降低�但该方法抑制了大散
射角方向的振荡�对于利用大散射角的卫星遥感而

　 表2　计算精度为1％时所需要的最少流数 （半球 ）
Ｔａｂｌｅ2　Ｍｉｎｉｍｕｍｓｔｒｅａｍｓｆｏｒ1％ ａｃｃｕｒａｃｙｏｆｒａｄｉａｎｃｅ

ｇ
大气顶向上辐射强度

ＰＬ δ-Ｍ δ-Ｆｉｔ ＳＣ

地表太阳辉光区辐射强度

ＰＬ δ-Ｍ δ-Ｆｉｔ ＳＣ

0．60 7 5 5 3 7 7 7 3
0．65 9 7 5 3 7 9 9 3
0．70 11 8 5 3 9 11 11 3
0．75 14 10 6 3 11 14 15 5
0．80 19 13 7 5 15 18 19 7
0．85 28 18 8 6 20 25 27 9

言是适用的。而单次散射订正法无论是在大散射角
方向还是在太阳辉光区的计算精度都是最高的。

5　结　论
在辐射传输计算中�要保证积分守恒�流数和散

射相函数展开阶数必须满足一定关系�即当计算流数
（角度积分点 ）一定时�相函数展开阶数存在一最大
临界值�当实际应用超过此临界值时�积分能量不守
恒�因而数值解也将不真实。当大气中有散射各向异
性很强的大粒子存在时�要取得较高的计算精度�流
数和散射相函数展开阶数必须取得很大才能得以保

证。但是�由于受计算条件限制�并考虑数值方法的
稳定性�必须用有限流数和有限阶展开来代替�这就
很容易造成解的不稳定和虚假振荡。δ-Ｍ近似方法
对于辐射通量计算有很大提高�但对于辐射强度的
计算改善不大�对强前向散射而言�相函数截断导致
解的振荡特征仍很明显。相函数的无限扩展能大大
抑制解的虚假振荡特征�但能量又不能保持守恒。

相对值散射相函数展开方法�能对于大散射角
方向的辐射强度的辐射强度计算精度有很大改善�
并且能大大抑制由相函数截断导致的解的虚假振荡

特征。另外�当展开误差满足ε≤0∙003时�能量保
持守恒。由于相对值散射相函数展开方法抑制了前
向散射�因此�对于太阳辉光区的辐射强度计算精度
较差。但是�卫星观测正是粒子大散射角的方向辐
射�因此此方法特别适用于卫星遥感反演研究。

无论是太阳辉光区还是大散射角方向�δ-Ｍ近
似＋单次散射订正的联合方法的精度都有很大提
高�且由相函数截断导致的解的虚假振荡特征也得
以解决�是达到计算精度要求解的最佳途径�也是一
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种高效的而又能保证积分守恒和计算精度的辐射传

输计算方法。
这种既保持积分守恒又提高计算精度的辐射传

输方法对于卫星遥感和地基遥感的方法研究是一个

有力手段�同时对于地气系统的能量收支研究�尤其
是目前研究较多的云和沙尘等大粒子气候效应有很

大帮助。另外�对于ＧＣＭ气候模式中辐射强迫的参
数化也是一个有力的研究工具。
参 考 文 献 （Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）

［1 ］　ＢｅｒｋＡ�ＢｅｒｎｓｔｅｉｎＬＳ�ＲｏｂｅｒｔｓｏｎＤ Ｃ．ＭＯＤＴＲＡＮ：Ａ
ＭｏｄｅｒａｔｅＲｅｓｏｌｕｔｉｏｎＭｏｄｅｌｆｏｒＬＯＷＴＲＡＮ7［Ｒ ］．ＧＬ-ＴＲ-89-
0122�ＧｅｏｐｈｙｓｉｃｓＤｉｒｅｃｔｏｒａｔｅ�ＰｈｉｌｌｉｐｓＬａｂｏｒａｔｏｒｙ�Ｈａｎｓｃｏｍ
ＡＦＢ�ＡＤＡ214337�1989．

［2］　ＳｔａｍｎｅｓＫ�ＴｓａｙＳＣ�ｅｔａｌ．ＮｕｍｅｒｉｃａｌｌｙＳｔａｂｌｅＡｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒ
Ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ｏｒｄｉｎａｔｅ Ｍｅｔｈｏｄ Ｒａｄｉａｔｉｖｅ Ｔｒａｎｓｆｅｒ ｉｎ Ｍｕｌｔｉｐｌｅ

ＳｃａｔｔｅｒｉｎｇａｎｄＥｍｉｔｔｉｎｇＬａｙｅｒｅｄＭｅｄｉａ［Ｊ］．Ａｐｐｌ．Ｏｐｔ．�1988�
27：2502—2509．

［3］　ＫｉｓｓｅｌｅｖＶＢ�ＲｏｂｅｒｔｉＬ�ＰｅｒｏｎａＧ．ＦｉｎｉｔｅＥｌｅｍｅｎｔＡｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒ
ＲａｄｉａｔｉｖｅＴｒａｎｓｆｅｒｉｎＶｅｒｔｉｃａｌｌｙＩｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓＭｅｄｉａ：Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ＳｃｈｅｍｅａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ａｐｐｌ．Ｏｐｔ．�1995�34（36）：
8460—8470．

［4］　ＬｉＪ�ＲａｍａｓｗａｍｙＶ．Ｆｏｕｒ-ｓｔｒｅａｍＳｐｈｅｒｉｃａｌＨａｒｍｏｎｉｃＥｘｐａｎｓｉｏｎ
ＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｆｏｒＳｏｌａｒＲａｄｉａｔｉｖｅＴｒａｎｓｆｅｒ［Ｊ］．Ｊ．Ａｔｍｏｓ．Ｓｃｉ．�
1996�53（8）：1174—1186．

［5］　ＥｖａｎｓＫ Ｆ�ＳｔｅｐｈｅｎｓＧ Ｌ．Ａ Ｎｅｗ ＰｏｌａｒｉｚｅｄＡｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃ
ＲａｄｉａｔｉｖｅＴｒａｎｓｆｅｒＭｏｄｅｌ［Ｊ］．Ｊ．Ｑ．Ｓ．Ｒ．Ｔ．�1991�46（5）：
413—423．

［6］　ＷｕＢ Ｙ�ＬｕＤ Ｒ．Ｍｏｎｔｅ-ＣａｒｌｏＳｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｏｆＴｗｉｌｉｇｈｔ

ＣｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓａｆｔｅｒＥｌＣｈｉｃｈｏｎＥｒｕｐｔｉｏｎ［Ｊ］．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆ
ＡｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃＳｃｉｅｎｃｅ�1989�13：204—213．［吴北婴�吕达仁．
用Ｍｏｎｔｅ-Ｃａｒｌｏ方法模拟火山爆发后的曙暮光特征 ［Ｊ］．大气
科学�1989�13：204—213．］

［7］　ＭｉｎＱＬ�ＤｕａｎＭＺ．ＡＳｕｃｃｅｓｓｉｖｅＯｒｄｅｒｏｆＳｃａｔｔｅｒｉｎｇＭｏｄｅｌｆｏｒ
ＳｏｌｖｉｎｇＶｅｃｔｏｒＲａｄｉａｔｉｖｅＴｒａｎｓｆｅｒｉｎｔｈｅＡｔｍｏｓｐｈｅｒｅ［Ｊ］．Ｊ．Ｑ．
Ｓ．Ｒ．Ｔ．�2004�87：243—259．

［8］　ＶｅｒｍｏｔｅＥＦ�ＴａｎｒｅＤ�ＤｅｕｚｅＪＬ�ｅｔａｌ．ＳｅｃｏｎｄＳｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆ
ｔｈｅＳａｔｅｌｌｉｔｅＳｉｇｎａｌｉｎｔｈｅＳｏｌａｒＳｐｅｃｔｒｕｍ�6Ｓ：ａｎＯｖｅｒｖｉｅｗ［Ｊ］．
ＩＥＥＥＴｒａｎｓ．Ｇｅｏｓｃｉ．ＲｅｍｏｔｅＳｅｎｓ．�1997�35（3）：675—686．

［9］　ＷｉｓｃｏｍｂｅＷＪ．Ｄｅｌｔａ-ＭＭｅｔｈｏｄ：ＲａｐｉｄｙｅｔＡｃｃｕｒａｔｅＲａｄｉａｔｉｖｅ
ＦｌｕｘＣａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓｆｏｒＳｔｒｏｎｇｌｙＡｓｙｍｍｅｔｒｉｃＰｈａｓｅＦｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．
Ｊ．Ａｔｍｏｓ．Ｓｃｉ．�1977�34（9）：1408—1422．

［10］　ＷａｎｇＨＱ�ＺｈａｏＧＸ．ＤｉｓｃｒｅｔｅＯｒｄｉｎａｔｅＲａｄｉａｔｉｖｅＴｒａｎｓｆｅｒ
ＡｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒＳｔｒｏｎｇＡｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃＳｃａｔｔｅｒｉｎｇＡｔｍｏｓｐｈｅｒｅ ［Ｊ］．
ＳｃｉｅｎｃｅｓｉｎＣｈｉｎａ�1989�Ｂ19：1330—1339．［汪宏七�赵高
祥．在强各向异性散射大气中用离散坐标法进行辐射强度计
算 ［Ｊ］．中国科学�1989�Ｂ19：1330—1339．］

［11］　ＤａｖｉｓＰＪ�ＲａｂｉｎｏｗｏｔｚＰ．ＭｅｔｈｏｄｓｏｆＮｕｍｅｒｉｃａｌＩｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ
［Ｍ ］．ＡｃａｄｅｍｉｃＰｒｅｓｓ�1975．

［12］　ＭｉｃｈｅｌｓＨ Ｈ．ＡｂｓｃｉｓｓａｓａｎｄＷｅｉｇｈｔＣｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｆｏｒＬｏｂａｔｔｏ
Ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ［Ｊ］．ＭａｔｈｍａｔｉｃｓｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ�1963�17：237—244．

［13］　ＧｏｏｄｙＲＭ�ＹｕｎｙＹＬ．ＡｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃＲａｄｉａｔｉｏｎ�Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
Ｂａｓｉｓ［Ｍ ］．ＯｘｆｏｒｄＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ�1989．

［14］　ＨｕＹＸ�ＷｉｅｌｉｃｋｉＢ�ＬｉｎＢ�ｅｔａｌ．δ-Ｆｉｔ�ＡＦａｓｔａｎｄＡｃｃｕｒａｔｅ
ＴｒｅａｔｍｅｎｔｏｆＰａｒｔｉｃｌｅＳｃａｔｔｅｒｉｎｇＰｈａｓｅＦｕｎｃｔｉｏｎｓｗｉｔｈＷｅｉｇｈｔｅｄ

Ｓｉｎｇｕｌａｒ-ｖａｌｕｅＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓＦｉｔｔｉｎｇ［Ｊ］．Ｊ．Ｑ．
Ｓ．Ｒ．Ｔ．�2000�65：681—690．

［15］　ＮａｋａｊｉｍａＴ�ＴａｎａｋａＭ．ＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒＲａｄｉａｔｉｖｅＩｎｔｅｎｓｉｔｙ
ＣａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓｉｎＭｏｄｅｒａｔｅｌｙＴｈｉｃｋＡｔｍｏｓｐｈｅｒｅｓＵｓｉｎｇａＴｒｕｎｃａｔｉｏｎ

Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｊ．Ｑ．Ｓ．Ｒ．Ｔ．�1988�40：51—69．


